















1 One of the Poisson $s$ themes is the reducibility of sum into integral, namely, how to calculate the micro-
scopically descriptive function of attraction and repulsion for formulation of fluid equations. In 1819, Poisson
discussed the so-called ‘Poisson equahons’ inl Memoire sur l’integrirtzon de quelques equatzons $li\gamma oe^{l}aires$ aux
differences partielles, et particulq\‘erement de l’equatzon generale $du$ mouvement des fluides \’elastiques [17].Since these earlier papers of these sort of issues, he discusses ([lS, 19, 20]) with Navier ([14, 15, 16]), and
introduces [26], in which he developes his new ideas of these problems between the integral and sum in the
additional note, (\S 7, “Notes et Additions” [26, pp.264-300]) immediately after issuing his main theories of
fluid [23, 25].
This note may be one of the last descriptions on these issues. We couldn’t follow Navier’s comments
whether Navier gave his opinion against it or not. Navier passed away after 5 years since Poisson’s thesis
[26] in 1836, and moreover, Poisson in 1840. We think this is the last counterargument by Poisson to Navier.
We introduce these scientific disputes between Poisson and Navier, and other book reviewers. We show
below our translation of the French narrations in Japanese, and of our own in English. In the all citations
below of original, $fr,$ $\varphi r,$ $Fr$, etc. mean the function of distance: $r$ , viz. $f(r),$ $\varphi(r),$ $F(r)$ , etc., sic respectively,
except for $rR$ in $\sum rR$ . $2$
\S 1. Introduction 3 We begin with the discussion about Poisson‘s integral methods of partial differencial
fluid equations before and after he issues the microscopically-descriptive $[MD]$ equations of fluid dynamics
[18, 21, 23, 25, 26]. In 1819, Poisson introduced the so-called ‘Poisson equations’ in [17], which was the only
paper relating to fluid before $MD$ fluid equations. And in which, he proposes the transforming methods from
sum into integral to solve the partial differential equations, saying:
A d\’efaut de m\’ethodes g\’enerales, dont nous manquerons avait \^etre encore long-temps, il $m’ a$
sembl\’e que ce qu’il $y$ avait de mieux \‘a faire, c’e’tat de chercher \‘a int\’egrer isol\’ement les \’equations aux
diff\’erences partiellles les plus importantes par la nature des questions de $m\mathfrak{X}anique$ et de physique
qui $y$ conduisent. $C$ ‘est la 1‘objet que je me suis propos\’e dans ce nouveau m\’emoire. [17, p.123]
$[17, p. 123]$
He considers that it is the best to integrate separately each term of partial differential equations. By using
this principle, Poisson [17] explains various methods of integral corresponding to the equations such as : (1)
general kinetic equations of fluid/(2) distribute equations of the heat in the solid corps. (heat equations)/(3)
equations of vibrating surface. (wave equation) $/(4)$ second-order linear equations with two variable (Laplace
equations) (5) general remarks on the linear equations with constant coefficients. (including Poisson equations).
About ten years later, he changes his principle to describe the general $MD$ equations of elastic solid and elastic
fluid, owing to continuum theory.
\S 2. Separate integration of the elastic fluid equations before $MD$ Poisson remarks in the section
“Remarques $\mathfrak{X}en\acute{\epsilon}erales$ sur \’eequations $lin\epsilon’eaires$ \‘a coefficients constants”, about the followin two equations
with $\sum$ and $\int$ . 4 He expresses $\varphi$ transforming the sum of paticular solutions satisfying the partial equations
respectively : $p,$ $p’,$ $p”,$ $\cdots$ into the integral separately.
$L$ ‘equation qui d\’eterminara $p$ sera $d$ ‘un degr\’e \’egal \‘a 1‘indice de la plus haute difference partielle,
relative \‘a $t$ , qui soit contenue dans 1‘\’equation $propos\mathfrak{X}$ ; en d\’esignant ses par $p,$ $p’,$ $p”$ , $\cdot\cdot\cdot$ , on
pourra les emplyer succivement dans la valeur de $\varphi$ ; on pourra aussi changer arbitrarement les
quantit\’ee $A,$ $g,$ $h,$ $\cdots$ , et prendre pour $\varphi$ la somme des valeurs particuli\‘eres qui r\’esulteront de ces
changements; ce qui donnera
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2If over one parameter, they express it as $f(r, \cdots)$ .
3To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death: Euler(1707-
1783), d’Alembert(1717-1783), Lagrange(1736-lsl3), LaPlace$(1749-1S27)$ , Fourier(176&1830), Gauss$(1777-1S55)$ , Navier(1785-
1836), $Pois\infty n(17S1-1S40)$ , Cauchy$(1789-1S57),$ $Stok\propto(1819-1903)$ .
4Here, we should write integral symbol $\mathfrak{B}\iint\cdots\iint$ , however, $P$ isson usae asingle sign $\int$ .
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$\varphi=\sum Ae^{(tp+gx+hy+\cdots)}+\sum Ae^{(tp’+gx+hy+\cdots)}+\cdots$ (1)
$\Rightarrow$ $\varphi=\int e^{(tp+gx+hy+\cdots)}f(g, h, \cdots)dgdh\cdots+\int e^{(t+gx+hy+\cdots)}p’f’(g, h, \cdots)dgdh\cdots+\cdots$ (2)
Les limits de ces int\’egrales resteron indetermin\’ees; en sorte qu‘elles ne son pas des int\’egrales
definies. La substitution de la charact\’eristique $\sum,$ $n$ ‘a Pas change’ de nature, la valeur de $\varphi$ : cette
d\’erni\‘ere exPression est toujours une s\’erie $d$ ‘exponentiell\’es multipli\’ees par des coefficients arbitrairea,
dont chaque terme satisfait isolement \‘a 1 ‘equation aux diff\’erences Partielles ProPos\’ees; et les fonctions
$f,$ $f’,$ $\cdots$ , \’etant arbitraires, et pourvant \‘etre discontinues, ces deux exPressions (1) et (2) sont




(1) (2) [17, p.172]
He explains the separating integration of the following example equations of wave as the same with (2). ([17,
pp. 173-6] $)$
$\frac{d^{2}\varphi}{dt^{2}}=a^{2}(\frac{d^{2}\varphi}{dx^{2}}+\frac{d^{2}\varphi}{dy^{2}}+\frac{d^{2}\varphi}{dx^{2}})$ $\Rightarrow$ $\varphi=\sum Ae^{(atp+gx+hy+kz)}+\sum A’e^{(-atp+gx+hy+kz)}$
$\{\begin{array}{l}\frac{a}{2\pi}\sum Bpe^{(g(x+x’)}e^{(h(y+y’)}e^{(k(z+z’)}\equiv f(x+x’,y+y’, z+z’),\frac{1}{2\tau}\mathscr{S}_{t}\sum B’e^{(g(x+x’)}e^{(h(y+y’)}e^{(k(z+z’)}\equiv F(x+x’, y+y’, z+z’)\end{array}$
$x’=at$ coe $u$ , $y’=at\sin u\sin v$ , $z’=at\sin u\cos v$
(3)
.. . $\Rightarrow$ $\varphi=$ $\int\int f(x+x’, y+y’, z+z’)t\sin ududv+\frac{d}{dt}\iint F(x+x’, y+y’, z+z’)t\sin ududv$
$=$ $\int\int f(x+at\cos u,y+at\sin u\sin v, z+at\sin u\cos v)t\sin ududv$
$+$ $\frac{d}{dt}\iint F(x+at\cos u,$ $y+at\sin u\sin v,$ $z+at$ sinu cos $v)t\sin ududv$
In 1829, moreover, Poisson improved this superficial method of integral of wave equations in [22].
Today, we can use the method of MAC, SMAC, or etc., as the solvers of Poisson-equation for the computer,
however, Poisson’s integral was one of the best superficial computations we could want without the computer.
\S 3. $MD$ equations of elastic solid and fluid by sum instead of integral Poisson [18, 21] uses two
functions $fr$ and $\frac{d^{1}fr}{dr}$ to calculate three elements of force. Here, $fr$ means $f(r)$ , and $r$ is the radius of sphere
of a molecular activity.
$r^{2}=\phi^{2}+\psi^{2}+\theta^{2}$ , $(r’)^{2}=(\phi+\phi’)^{2}+(\psi+\psi’)^{2}+(\theta+\theta’)^{2}$ , $r^{2}=x_{1}^{2}+y_{1}^{2}+(z_{1}-\zeta_{1})^{2}$,
Poisson says: ‘at the same degree of approximation’, we get the differential form :
$r’=r+ \frac{1}{r}(\phi\phi’+\psi\psi’+\theta\theta’)$ $\Rightarrow$ $\frac{1}{r}fr’=\frac{1}{r}fr+(\phi\phi’+\psi\psi’+\theta\theta’)\frac{d.\frac{1}{r}fr}{rdr}$
He gets the three elements of force $P,$ $Q,$ $R$ by $\sum$ instead of $\int$ respectively : if we put $F \equiv\frac{d_{r}^{1}fr}{dr}$ , then
(1) $\{P=\Sigma fr+\Sigma(\phi\phi’+\psi\psi’+\theta\theta’)_{\alpha}\prec^{\phi_{\overline{r}}}.FR=\Sigma,fr+\Sigma(\phi\phi,+\psi\psi,+\theta\theta,)\theta+_{\alpha r}^{\dot{r}}FQ=\Sigma\frac{\frac\zeta}{\frac{(\theta+\theta)\zeta(\phi+\phi’)\zeta(\psi_{\mathscr{J}r}^{\alpha^{3}r}+\psi’)}{\alpha^{3}r}}fr+\Sigma(\phi\phi’+\psi\psi’+\theta\theta’)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha}F$
$Poisson\sum[25]$
uses two same functions with (8) : $fr$ and $\frac{d^{1}fr}{dr}$ to calculate three elements of force : $P,$ $Q,$ $R$ by
\S 4. Capillary action with ordinary description Poisson described previously this theme in the article
no.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and comparing two items as follows: Poisson doesn $t$ use at
all of sum except for $\sum R,1\hslash\sum rR$ [$26$ , pp.30-31] and $\sum R’[26, p.68]$ , in which he explains the mathematical
exceptions, as well as in The Note, however, in the parent part to The Note [26], he isn $t$ necessary for using of
sum instead of integral, and uses the ordinary deduction from the hydrostatic equations.
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\S 5. Circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical principle
Poisson [18, 21, 23, 25] expresses two elastic constants of molecular forces defined in the sphare of an arbitary
molecular activity of $M$ with sum as follows :
$\frac{2\pi}{3}\sum\frac{r^{3}}{\alpha^{\delta^{r}}}fr\equiv K$ , $\frac{2\pi}{15}\sum\frac{r^{5}}{\alpha^{5}}\frac{d.\frac{1}{r}fr}{dr}\equiv k$ . (4)
These endless disputes started with Navier $s$ reply [14] to Poisson‘s critical descriptions [18, 21] about Navier’s
calculus by integral, which we can summarize as ‘Circular argument asserting consistency between physical
theory and mathematical principle’ in (Fig.1). J.M.C.D., a book reviwer, 5 speaks for Poisson, summarisiitg
the issues of our problem :
Poisson Navier (sum)
(J27)6









Another book reviewer, Cournot [4] introduces Navier [12] $s$ physical theory and mathematical principle as
the ‘consumption’7 in his conclusion: (Navier )
? Navier ( ) ( )
?
Ces applications montrent sans doute un grand talent pour manier 1‘analyse; mais peut-on
prononcer avec certitude sur la valeur $d$ ‘une th\’eorie physique et la v\’erit6 $d$ ‘un principe apr\‘es tant
$d’ approximations$ accuml\’ees ? En un mot, la nouvelle theorie de M.Navier rendra-t-elle moins em-
pirique la science de la conduite et de la d\’epense des fluides? Nous ne pr\’esumerons pas assez de nous
pour r\’esoudre une semblable question, et nous ne pouvons que recommander la lecture de m\’emoire
\‘a tous ceux que ce genre $d$ ‘applications int\’eresse. A.C. [4, pp.13-14]
5We haven’t identified this person in $BSM(11)$ until now. The authors use usually the anonym in $BSM$. As the same example,
Cournot [4] issues the book review on Navier [12] over the signature of A.C. in the same $BSM(10)$ .
6We put the paragraph number of each disputers. This $J2T$’ is the 27-th paragraph by J.M.C.D.[9]. By the same way, we mean
$A:Arago[1],$ $N:Navier[16]$ , Note: Poisson[26]. In bellow, we call this note The Note.
7We mean the ‘consumption’ of time or all sort of resouces including intellectual activities, etc.
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Fig.1. Circular argument assertmg consistency between physical theory and mathematical principle
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We start with citing Poisson’s explanation of result using sum instead of integral from (4) as follows :. \S 14. Cette \’equation donne lieu de faire une remarque importante; c’est que les sommes $\sum$
du no.6, que reprbSentent les lettres $K$ et $k$ , ne peuvent \^etre chang\’ees en des integrales, quoique
la variable $r$ croisse dans chacune $d$ ‘elles par de tr\‘es-petites diff\’erences \’egales \‘a $\alpha$ ; car si cette
transformation \’etait possible, $k$ serait zero en m\^eme temps que $K$ ; d’o\‘u il r\’esulterait qu‘apr\‘es le
changement de forme du corps, les forces $P,$ $Q,$ $R$ , seraient nulles comme auparavant, et que des
forces donn\’ees qui agiraient sur le corps ne pourraient se faire \’equilibre, ce qui est inadmissible.
Pour faire voir que $k$ s‘\’evanouirait au m\^eme temps que $K$ , observons qu’on aurait
$K= \frac{2\pi}{3}\int_{0}^{\infty}\frac{r^{3}}{\alpha^{6}}$frdr, $k= \frac{2_{J}\prime r}{15}\int_{0}^{\infty}\frac{r^{5}}{\alpha^{6}}d.\frac{1}{r}fr$, (5)
en multipliant sous les signes $\sum$ par $\frac{dr}{\alpha}$ , et remplagant ces signes par ceux de 1‘int\’egration.
Or, si l’on int\‘egre par partie, et si 1‘on fait attention que $fr$ est nulle aux deux limites, il en
r\’esultera
$k=- \frac{2\pi}{3}\int_{0}^{\infty}\frac{r^{3}}{\alpha^{6}}frdr=-K$ (6)
ce qui montre que la quantit\’e $K$ \’etant nulle, on aurait aussi $k=0$ . [ $18$ , pp.398-399, \S 14]. \S 16. Je substitute, en outre, dans les \’equations (3) \‘a la place de $P,$ $Q$ , etc., leurs valeurs,
et je suppose le corps homog\‘ene; en observant que $K=0$ , il vient
(6) $P^{e}$ $\{\begin{array}{l}X-\frac{d^{2}}{dt}ru+a^{2}(\frac{d^{2}}{dx}\tau u+\frac{2}{3}\frac{d^{2}v}{dydx}+\frac{2}{3}\frac{d^{2}w}{dzdx}+\frac{1}{3}=+\frac{1}{3}=d^{2}dzu)=0,Y_{t}^{2}-\frac{d}{d}\tau^{v}+a^{2}(_{d}=+\frac{2}{3}\frac{d^{2}u}{dxdy}+\frac{2}{3}\frac{d^{2}w}{dzdy}+\frac{1}{3}dx=d^{2}v+\frac{1}{3}=)=0,Z_{t}^{2}-\frac{d}{d}\tau^{w}+a^{2}(_{dz}^{d^{2}}=^{w}+\frac{2}{3}\frac{d^{2}u}{dxdz}+\frac{2}{3}\frac{d^{2}v}{dydz}+\frac{1}{3}\varpi+\frac{1}{3}=)=0,\end{array}$ (7)
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$a^{2}$ etant un coefficient, \’egal \‘a $\frac{3k}{\rho}$ . Ces \’equations ont la m\^eme forme que celles qui ont \’et\’e
donn\’ees par $M.Navier^{8}$ , et qu’il a obtenues en partant de 1‘hypoth\‘ese que les $mol\mathfrak{X}uleS$ du corps,
apres son changement de forme, s’attirent proportionnellement aux accroissements de leurs distances
mutuelles; et en admettant, de plus, que les resultantes de ces forces peuvent $s$ ‘exprimer par des
integrales, ce qui rendrait nul le coefficient $a^{2}$ , ainsi qu‘on 1‘a vu plus haut. Les \’equations relatives \‘a
la surface, form\’ees de la m\^eme mani\‘ere, se trouvent aussi dans le M\’emoire de M.Navier. [18, pp.403-
4, \S 16]
Our issue is about (5) of the elastic body, which paper is previous to the fluid. (cf. In Table 1, the entry no.
1,3 and 4 discuss elastic body.) Poisson says his consistency between physics and mathematics on the expression
(5) and (7) :
attraction
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(J26). : $\int r^{3}f(r)dr=0$
(J27)
Navier explains null of molecular activity in his last PaPer [16] as follows:.
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repulsion (N12)
At last, Navier may mend and correct his ideas of null which is attacked from all the physical disputer.
\S 6. “ Notes and Additions” to [26]
$1|6.1$ Purposes of his new theory Poisson criticises both Laplace and Gauss on the paper of capillary
action. . On a vu que je m’ecarte aussi de la Mechanique c\’eleste, en ce qui concerne 1‘explication
des ph\’enom\‘enes qui ont lieu quand le liquide atteint 1‘extr\’emit\’e superieure du tube. La
d\’emonstration que Laplace avait $dom\mathfrak{X}$ de 1‘invariabilit\’e de 1‘angles compris entre les no-
males \‘a la surface du liquide et \‘a celle du tube, men\’ees par chaque point situ\’e \‘a une distance
insensible de leur commune intersection, $n$ ‘a pas paru satisfaisante ;. et M. Gauss en a dono\’e une autre tr\‘es \’el\’egante, et qui ne laisse rien \‘a d\’esirer, lorsqu’on fait
abstraction de la variation de densit\’e du liquide pr\’es de sa surface et pr\’es de celle du tube.
Poisson tells his selling point :
En eyant \’egard \‘a cette variation, dont la loi est inconnu, $j’ ai$ d\’emonstr\’e la m\^eme proposition,
dans le chapitre III,9 d’une mani\’ere qui, je crois, ne peut laisser aucun doute.
Poisson insists his new theory :. La consid\’eration de cet angle $i$ est \’egalement indispensable, lorsqu‘on veut d\’etermner le
poids n\’ecessaire pour d\’etacher lm disque solide de la surface $d$ ‘un liquide, 1‘une des questions
les plus in&’ressantes des cette tk’orie, que 1‘on $n’ av\mathfrak{X}t$ pas, ce me semble, consid\’eree sous son
v\’eritable point de vue.. En effet, le disque et le liquide \’etant $soulev’ae$ graduellement par un poids qui croit par p\’etites
parties, ce poides et la hanteur correspondantes du liquides sont, \‘a chaque instant, des fonctions
de 1‘angle $i$ qui reprbsente 1‘inclination de la normale \‘a la surface de 1‘ar\‘ete du disque sur un
plan horizontal;. c’est lorsque ces fonctions atteiguent leur maximum par rapport \‘a $i$ , que le disque se d\’etache
du liquide ;. et il en r\’esulte la condition $d$ ‘aprdS laquelle on d\’etermine la grandeur du poids propre \‘a op\’erer
la s\’eparation du disque et du liquide.
$9Bquation$ relative au contour de la surface capillaire. [26, pp.77-97]
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$1|6.2$ Essential constitution of corps, and paticularly of fluid ; nature of the molecular forces
Poisson explains two sorts of mutual action consisted of atrraction and molecular force, and moreover the latter
includes attraction and repulsion:
Toutes les parties de la mati\‘ere sont soumises \‘a deux sortes d’actions mutuelles.. $L$ ‘une de ces forces est attractive, ind\’ependante de la nature des corps ou de leurs $mol\mathfrak{X}uleS$ ,
proportionnelle au produit des masses, et en raison inverse du carr\’e des distances ; elle s’etend
ind\’efiniment dans 1‘espace, et produit la pesanteur universelle et tous les ph\’enom\’enes qui sont
du ressort de la m\’ecanique c\’eleste.
$oL$ ‘autre est en partie attractive et en partie r\’epulsive; elle d\’epend de la nature des mol\’ecules
et des leur quantit\’e de calorique. On attribue la partie attractive \‘a la mati\’ere pond\’erable, et
la partie r\’epulsive au calorique ; et, en effet, celle-ci change $d$ ‘intensit\’e, quoique le poids des
mol\’ecules n’ait pas chang\’e.. $L$ ‘exc\’es de 1‘une sur l’autre est ce qu’on appele proprement la force mok’culaire.
$0$ Elle tend \‘a rapprocher ou \‘a \’ecarte les molecules, selon que l’action de la mati\’ere pond\’erable
est plus grande ou moindre que 1‘action calorifique.. Son intensit\’e d\’ecroit tr\‘es rapidement quand la distance des molecules augmente, et devient
tout-\‘a-fait insensible, des que cette distance a acquis une grandeur sensible.
Poisson explains attraction and repulsion:
Ainsi, tous les mouvenens que nous obserbons, nous devons les attribuer \‘a des forces d’attraction
ou de r\’epulsion, pour lequelles l’action est \’egale \‘a la r\’eaction, et qui varient avec les distances,
suivant une des deux lois prec\’edentes. Les vibrations des corps \’elastiques et la communication du
mouvement, soit par le choc, soit par la pression, r\’esultent de la force qui n’est sensible qu’\‘a des
distances insensibles, $c’ est$-\‘a-dir de la mol\’eculaire.
. Soient $m$ et $m’$ les masses de deux molecules voisines, $c$ et c’ leurs quantit\’es de calorique, $M$
et $M’$ leurs centres de gravit\’e, et $r$ la distance $MM’$ ;. et consid\’erons l’action mutuelle de ces deux molecules.. Supposons $d$ ‘abord leurs dimmensions tr\‘es petites par rapport \‘a 1‘intervalle qui les s\’epare.. $L$ ‘action dont il s’agit se r\’eduira alors \‘a une force unique, $diri_{o}\sigma \mathfrak{X}$ suivant la droit $MM’$ , et dont
1‘intensit\’e sera une fonction de $r$ , que nous repr\’esenterons par $R$ ;. en m\^eme temps, leur r\’epulsion mutuelle sera proportionelle au produit de $c$ et $c’$ , et leur
attraction au produit de $m$ et $m’$ .
$0$ En consid\’erant la force $R$ comme positive ou comme negative, selon qu’eUe tendra \‘a augmenter
ou \‘a diminer la distance $r$ , sa valeur sera 1‘exc\‘es de la r\’epulsion sur 1‘attraction ;. et si 1‘on suppose que 1 ‘attraction r\’eciproque de la mati\‘ere pond\’erable et du calorique, qui retient
celui-ci dans chaque mol\’ecule, s’e’tend au-dehors, il faudra retrancher de cet exc\‘es l’attraction
du calorique attach\’e \‘a $m’$ sur la mati\‘ere de $m$ , et celle de la mati\’ere de $m’$ sur le calorique
attach\’e \‘a $m$ , lesquelles forces seront proportionelles, la premi\‘ere au produit $mc’$ .. De cette mati\‘ere, la valeur compl\‘ete de $R$ sera
$R=cc’\gamma-mm’\alpha-mc’\beta-m’c\beta’$ (S)
les coefficiens $\gamma,$ $\alpha,$ $\beta,$ $\beta’$ , \’etant des quantit\’es positives.. Le premier sera indep\’endent de la nature de $m$ et de celle de $m’$ , le seconde d\’ependra de l’une
et de 1‘autre, le triosi\’eme ne d\’ependra que de la nature de $m$ , et le quatri\’eme de celle de $m’$ .
Poisson reduces the last three terms of (8) to one term:. En r\’eumissante ces trois derniers termes en un seul, on pourra \’ecrire la valeur de $R$ sous la
forme :
$R=Fr-fr$. Chacune des deux fonctions $Fr$ et $fr$ n’aura que des positives;. et si 1‘on fait abstraction de 1‘attraction en raison inverse du carr\’e des distances, qui n’aucune
influence sensible sur les ph\’enom\‘enes d\’ependans de la force moleculaire proprement dite, ces
valeurs d\’ecroitront tr\‘es rapidement $et$ sans alternative, \‘a mesure que la variable $r$ augmentera,
et elles deviendront insensibles pour toute valeur sensible de $r$ .
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. Pour une certaine valeur de cette distance, on pourra avoir $Fr=fr$ et $R=0$ ;. le signe de $R$ sera diff\’erent en-deg\‘a et audel\‘a, soit que la r\’epulsion $Fr1$ ‘emporte $d$ ‘abord sur
1‘attraction $fr$ , soit que le contraire ait lieu \‘a 1‘\’egard de ces deux forces.
[26, pp.269-271]
$1|6.3$ Reducibility from sum into integral on a function made with attraction and$/or$ repulsion
We discuss whether the sum is reducible into integral or not. Poisson points out this problem. We use the
expressions: $\varphi 0\equiv\varphi(0),$ $\varphi\epsilon\equiv\varphi(\epsilon),$ $\varphi 2\epsilon\equiv\varphi(2\epsilon)$ , – below according to the then generally descriptive style.
Poisson expresses the sum of the function $\varphi x$ as follows :
Soit $\varphi x$ une fonction donnee de la variable $x$ . Faisons croitre $x$ par des diff\’erences constantes
dont la grateur sera repr\’esent\’ee par $\epsilon$ ; supposons que $p$ les valeurs de $x$ s‘etendent depuis $x=\epsilon$
jusqu’a $x=\infty$ ; et par $p$ la somme des valeurs correspondantes de $\varphi x$ .
$p= \sum_{x=i\epsilon,i\in N}^{\infty}\varphi x=\varphi\epsilon+\varphi 2\epsilon+\varphi 3\epsilon+\varphi 4\epsilon+\cdots$ .
Here, using the integral of the function $\varphi x$ , Poisson says,
$\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx-\frac{1}{2}\varphi 0$
will become an approximate value of sum of the function $\varphi x$ , which is expressed in (11).
$\frac{2}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}[\sum_{i=1}^{\infty}\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}]\varphi xdx$
We $t1\dot{u}n1_{\backslash }$. here is the point of Poisson‘s Note, then we cite from his original:
$L$ ‘int\’egrale $\int_{0}^{\infty}\varphi xdx,$ $diVis\mathfrak{X}$ par $\epsilon$ et $diminu\mathfrak{X}$ de $\frac{1}{2}\varphi 0$ , sera ume valeur $approach’ae$ de la somme
$p$; et l’on a vu, dans mon M\’emoire sur Calcul $num\epsilon’rique$ des Int\’egrales $k’fines^{10}$ , que la diff\’erence de




” $Cdcul\cdots$ ” $(footnote10)$
(9) [26, P278]
We show the difference of integral from sum as following :
$p= \frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx-\frac{1}{2}\varphi 0+\frac{2}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}[\sum_{i=1}^{\infty}$coe $\frac{2i\pi x}{\epsilon}]\varphi xdx$ . (9)
Here, $\frac{2}{\epsilon}$ is necessary for adjustment of the series (11). We use a known result:
$1+ \frac{1}{2^{2}}+\frac{1}{3^{2}}+\frac{1}{4^{2}}+\cdots=\frac{\pi^{2}}{6}$,
$a \equiv\frac{1}{2\pi^{2}}\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{i^{2}}=\frac{1}{12}$, $a’ \equiv\frac{1}{8\pi^{4}}\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{i^{4}}=\frac{1}{720}$ ,
Here, we consider the following description:
$a” \equiv\frac{1}{32\pi^{6}}\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{i^{6}}=\frac{1}{30240},$ $\cdots$ . $i\in N$
$p= \frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx-\frac{1}{2}\varphi-a\epsilon\varphi’+a’\epsilon^{3}\varphi’’’-a’’\epsilon^{5}\varphi^{\prime\prime\prime\prime\prime}+\cdots$ . (10)
where by applying integration by parts to the second integral in (9), we get the series of tems having both even
power of $\epsilon$ and odd differential of $\varphi x$ . This means that according to Poisson:
Par le proc\’ed\’e de 1‘int\’egration par partie, on r\’eduira la second int\’egrale contenue cette for-
mule, en une s\’erie $ordom\mathfrak{X}$ suivant les puissances paires de $\epsilon$ , dont les coefficiens renfermeront les
diff\’erentielles impaires de $\varphi x$ , relatives aux deux values extr\’emes de $x$ .
$1Tome$ VI des Nouveaux Memoires de $lA\infty\alpha mie$ des Sciences, 1827, pp.571-604.
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Namely, if $mod (i, 2)=1,$ $(i\in \mathbb{N})$ , for $cos\frac{1}{2}i\pi=0$ , then the second integral in (9) is developed as follows:
$\frac{2}{\epsilon}l_{0}^{\infty}[\sum_{i=1}^{\infty}\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}]\varphi xdx$ $=$ $\frac{2}{\epsilon}[\frac{\epsilon}{2i\pi x}\sum\sin\frac{2i\pi x}{\epsilon}\varphi x]_{0}^{\infty}-\frac{2}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\frac{\epsilon}{2i\pi x}\sum\sin\frac{2i\pi x}{\epsilon}\varphi’xdx$
$=$ $\frac{2}{\epsilon}[(\frac{\epsilon}{2i\pi x})^{2}\sum\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}\varphi’x]_{0}^{\infty}-\frac{2}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}(\frac{\epsilon}{2i\pi x})^{2}\sum\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}\varphi’’xdx$
$=$
$=$ $\frac{2}{\epsilon}(-\frac{\epsilon^{2}\varphi’}{(2\pi)^{2}}\sum\frac{1}{i^{2}}+\frac{\epsilon^{4}\varphi’’}{(2\pi)^{4}}\sum\frac{1}{i^{4}}-\frac{\epsilon^{6}\varphi^{\prime\prime\prime\prime\prime}}{(2\pi)^{6}}\sum\frac{1}{i^{6}}+\cdots)$
$=$ $-a\epsilon\varphi’+a’\epsilon^{3}\varphi’’’-a’’\epsilon^{5}\varphi^{\prime\prime\prime\prime\prime}+\cdots$ . (11)
where $a,$ $a’,$ $a”$ are the same coefficients as (10). In the two limit value $x=\infty$ and $x=0$ , it reserves only the
term at lower limit $x=0$ of the third terms in (10). Because. this function $\varphi x$ and all the differential coefficients evaporate at $x=\infty$. $\varphi,$ $\varphi’,$ $\varphi’’,$ $\cdots$ are the values of $\varphi x,$ $-dPd^{\frac{x}{x}},$ $\neg d^{2}\varphi xdx-,$ $\cdots$ which correspond to that at $x=0$ .
In this paper, Poisson asserted that in a singular case using integral, all the terms in (10) evaporate except for
top two terms, then we must use sum (9) as follows :
De plus, \‘a quelque terme que 1‘on arr\^ete la s\’erie (10), le reste qu’il $y$ faudra ajouter pour avoir la
valeur exacte de $p$ , sera exprim\’e par une int\’egrale d\’efinie, dont la valeur changera $g\acute{e}\mathfrak{X}ralement$ d’un
terme \‘al‘autre, et dont on pourra assigner des limites qui feront conna\^itre si la s\’erie est convergente.
Dans le M\’emoire cit\’e, $j’ ai$ examin\’e en d\’etail le cas singulier ol\‘i le rest est constant, et o\‘u les termes
de la s\’erie (10) $\underline{s’ evanouissent}$ tous, except\’e les deux premiers; ce qui oblige de recourir \‘a 1‘\’equation
(9) pour calculer Ia valeuer de $p$ .
Poisson asserted also that :
$e$ En g\’eneral, si 1‘on prend pour $\varphi x$ une fonction du genre de celles qui varient tr\‘es rapidment
et sont insensibles d\’es que la variable a aquis une grandeur sensible, les quantit\’es ;
$\varphi x,$
$x_{d^{\frac{x}{x}}}^{d_{B}},$ $x^{2} \frac{d^{2}\varphi x}{dx^{2}},$ $x^{3} \frac{d^{3}\varphi x}{dx^{3}},$
$\cdots$ seront toutes du m\^eme ordre de grandeur;. pour que la se’rie des produits :
$\varphi,$
$\epsilon\varphi’,$ $\epsilon^{2}\varphi’’,$ $\epsilon^{3}\varphi’’’$ , $\cdot\cdot\cdot$ , et, \‘a plus forte raison, la s\’erie (10), soient tr\‘es rapidment d\’ecroissantes,
il suffira donc que $\epsilon$ soit tr\‘es petite, eu \’egard \‘a l’etendue des valeurs sensibles de $\varphi x$ ;. et, dans cette hypoth\‘eese, la seconde integrale que contient la formule (9) sera toujours une
quantit\’e extr\^emement petite,
-soit qu‘elle se d\’eveloppe en s\’erie suivant les puissances de $\epsilon$ ,
-soit que ce d\’eveloppement n’ait pas lieu, \‘a cause que toutes les quantitee $\varphi’,$ $\varphi’’,$ $\varphi’’’,$ $\cdots$ ,
sont \’egales \‘a zero.
$\dagger\lceil 6.4$ Reducible examples of sum transformable into integral We suppose $c,$ $c’,$ $\alpha,$ $\alpha’,$ $\cdots$ are positive
constants. . $\varphi x=ce^{-}$ $\Rightarrow$
by putting $\epsilon\equiv\beta\alpha$ , then (10) becomes
$p=c( \frac{1}{\beta}-\frac{1}{2}+a\beta-a’\beta^{3}+a’’\beta^{5}-\cdots.)$ (12)
and supposing that $\beta$ were an infinitesimal ffaction, then
$p= \frac{c}{\beta}=\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx$ (13)
$\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx$ is the first term of (12), then sum equals to integral.
. $\varphi x=ce^{-\pi_{a}}x^{2}$ $\Rightarrow(\varphi x)’=c(-\frac{2x}{\alpha^{2}})e^{-\frac{x}{\alpha}\tau}2$ $\Rightarrow\varphi’=0$ ,





$\{\begin{array}{l}mod (n, 2)=0, (n\in N) \varphi^{(n)}=c(-\overline{\alpha}27)^{(n-2)}mod (n, 2)=1, (n\in N) \varphi^{(n)}=0\end{array}$
Thus, all the derivatives of odd times become $(\varphi x)’=(\varphi x)’’’=(\varphi x)^{(5)}=0$, we can’t get the developing series
of sum by second integral in (9), into the series of the power of $\epsilon$ , however, (Poisson descrived simply) if we
put
$\int_{0^{e^{-\frac{x}{\alpha}\sigma}\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}dx\equiv\frac{1}{2}\alpha\sqrt{\pi}e^{-(\frac{2:\pi\alpha}{e})^{2}}}}^{\infty_{2}}$
Correctly, according to (9),
$\int_{0}^{\infty}e^{-z_{T}^{2}}a[\sum_{i=1}^{\infty}\cos\frac{2i\pi x}{\epsilon}]dx\equiv\frac{1}{2}\alpha\sqrt{\tau_{1}}e^{-(Larrow)^{2}}:\pi$
then, by putting $\frac{2\pi\alpha}{\epsilon}\equiv\gamma,$ (9) becomes as following:
$p=$ $c( \frac{\alpha\sqrt{\pi}}{2\epsilon}-\frac{1}{2}+\frac{1}{2\sqrt{\prime\prime\tau}}(\frac{2\pi\alpha}{\epsilon})e^{-=ra}*+\frac{1}{2\sqrt{\pi}}(\frac{2\pi\alpha}{\epsilon})e^{-4(^{\simeq_{\epsilon}})^{2}}+\frac{1}{2\sqrt{\pi}}(\frac{2\pi\alpha}{\epsilon})e^{-9(^{=\pi\alpha})^{3}}\iota-\cdots)$
$=$ $\frac{c}{2\sqrt{\pi}}(\frac{\gamma}{2}-\sqrt{}+\gamma e^{-\gamma}-\gamma^{-4\gamma^{2}}+\gamma e^{-9\gamma^{3}}-\cdots)$ (14)
As $\gamma$ is a big number in the hypothesis of $\epsilon$ very small in comparison with $\alpha$ , this series will converge extremely,
an after the third terms are completely insensible. By the comparison of the first term with the second :
$\frac{c}{2}(\frac{\sqrt{\pi}a}{\epsilon}-1)>>0$, we can neglect the second term, then
$p= \frac{c}{2\sqrt{\pi}}\frac{2\pi\alpha}{2\epsilon}=\frac{c\alpha\sqrt{\pi}}{2\epsilon}=\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx$
1 $\int_{0}^{\infty}\varphi xdx$ is the $f_{irst}$term of (14), then sum equals to integral.
Here, Poisson summerizes these two examples :
Ces deux examples suffisent pour montre que quand on supposose 1‘intervalle $\epsilon$ des valeurs suc-
cussives de $x$ extr\‘ement petit par rapport \‘a l’\’etendue des valeurs sensibles des $\varphi x$ , la somme $p$ se
transformera en une int\’egrale divisee par $\epsilon$ , touts les fois que $\varphi x$ ne sera compos\’e que une $d$ ‘un seul
terme, ou de plusieurs terms de m\^eme sign; mais cela n’aura par toujours lieu, lorsque cette fonction
sera composee de deux parties, des contraires.
$\eta 6.5$ Irreducible examples of sum intransformable into integral Poisson puts the cases of the irre-
ducible functions as followings:. the $\varphi x$ is not composed of only one term. the $\varphi x$ is composed of the plural terms having inverse signes
At first, we consider the first pair of $\varphi x$ with term having inverse signes.
. $\varphi x=ce^{-\frac{x}{\alpha}}-c’e^{-\neg_{\circ}^{l}}$ $\Rightarrow\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx=\frac{c\alpha}{\epsilon}-\frac{d\alpha’}{\epsilon}$, $\varphi=c-c’$
Because the value of $\varphi x$ were comparable and more than $\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx,$ (10) does not reduce into the $f_{irst}$term.
Next, if $\varphi x$ evaporates with $x$ , then
. $\varphi x=(ce^{-\frac{x}{\alpha}}-C^{;_{e^{-\neg}}^{x}}\alpha)X$ $\Rightarrow\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx=\frac{c\alpha^{2}}{\epsilon}-\frac{c’\alpha^{;2}}{\epsilon}$, $\varphi=0$ , $\varphi’=c-c’$
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Poisson says: this sample function may be the third term of (10), viz., $-ae\varphi’$ , which will become comparable
or superior to the first term, while the coefficients $c$ and $c’$ are almost in the ratio of the inverse squared of $\frac{\alpha}{\epsilon}$
and $\frac{\alpha’}{\epsilon}$ .
At last, we consider more complicated pair of $\varphi x$ with term having inverse signes. We suppose $b$ is a cofficient
capable of becoming greater than we expect.
. $\varphi x=b(\frac{\epsilon}{\alpha}e^{-\frac{x}{a}}-\frac{\epsilon}{\alpha}e^{-\frac{x}{\alpha’}})$ $\Rightarrow\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx=b(1-1)=0$
The series (10) reduces to the second term, $\frac{1}{2}\varphi$ .
. $\varphi x=bx(\frac{\epsilon}{\alpha}e^{-\frac{x}{a}}-\frac{\epsilon}{\alpha}e^{-\frac{x}{a’}})$ $\Rightarrow\frac{1}{\epsilon}\int_{0}^{\infty}\varphi xdx=b(1-1)=0$
The series (10) does not reduce, because all the terms are not comparable with the first term, then sum does
not equal to integral. These examples are also irreducible types from sum into integral. How would Navier
think this reason, if he had read this note ?
$\dagger|6.6$ Conclusions by Poisson Poisson concludes the difference of reducibility to integral between $\varphi x$ and
$x\varphi x$ as follows :
Je conclus de l\‘a, conform\’ement \‘a ce qui a \’et\’e dit dans le no. 13,il que
$0$ quand la somme des valeurs $d$ ‘une fonction de la nature de $\varphi xn$‘est pas r\’eductible \‘a une
int\’egrale d\’efinie,. il $n$ ‘est point \‘a craindre que la somme des valeurs de $x\varphi x$ tombe en m\^eme temps dans ce cas
$d$ ‘exception. [26, p.282]
Poisson described previously this theme in the article no.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and
comparing two items as follows :
Mais cette nouvelle difficult\’e n’a plus lieu, si, comme on l’a dit tout \‘a 1‘heure, l’action $mol\mathfrak{X}ulaire$
provient de deux forces contraires, dont chacune est extr\’emement grand, eu \’egard \‘a leur diff\’erence;
circonstance qui peut rendre la guantit\’e - $\sum rR$ comparable et m\^eme sup\’erieure \‘a $\sum$ R.
Toutefois,. la somme $\sum R$ \’etant irreductible, $d$ ‘apr\‘es cette circonstance m\^eme, \‘a une int\’egrale,. il n’en faut pas conclure que la m\^eme chose aura \’egalement lieu pour la somme $\sum rR$ .
On se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on appliquera la formule $d$ ‘Euler,
relative \‘a ce genre de r\’eductions, et qui montreront que. si la premiere somme est irreductible par nature de la fonction $R$ ,. et malgr\’e la petitesse des diff\’erences de $r$ , la second ne le sera pas en g\’en\’erel.
Quant \‘a la $\underline{somme}d$ ‘o\‘u d\’epend la pression sur la plan, et qui fait exception \‘a la r\‘egle g\’en\’erale,
$c’ est$-\‘a-dire qui $n$ ‘est pas r\’eductible \‘a une int\’egrale, il nous suffira $d$ ‘-avoir expliqu\’e comment elle
peut varier, suivant un rapport quelconque, pour des variations tr\‘es petite dans les intervalles mo-
leculaires, provenant du degr\’e de condensation du liquide. [26, pp.30-31]
Here, Poisson‘s conclusions are two points as followings ; $\sum R$ is irreducible into integral, however, $\sum rR$ is
reducible into integral, although the differential of $r$ is small, because the nature of function $R$ , which express
the microscopically descriptive actions of molecules, such as attraction and$/or$ repulsion.
\S 7. Conclusions Navier describes about what he really means of null of molecular action in nature in $N9-12$ .
Poisson summarizes his idea from the mathematical viewpoint as follows :. (10) $p$
$p$ (10) 2
$p$ (10) (The Note)
2 $\varphi(x)$ $x$ $\epsilon$




Table 1: The kinetic equations of the hydrodynamics until the “Navier-Stokes equations” were fixed. (Rem.
$HD$ : hydrodynamics, $N$ under entry-no: non-linear, gr.dv: grad.div, $E: \frac{\Delta}{gr.dv}$ in elastic, $F: \frac{\Delta}{gr.dv}$ in fluid.
The group of entry 5,6 and 7 show $F=3$ in fluid. $\Delta$ : tensor function with the main axis (the normal stress)
of the Laplacian.)
(1 $e$ Note)
Poisson doesn’t use at all of sum except for $\sum R,$ $\frac{1}{h}\sum rR$ [$26$ , pp.30-31] and $\sum R’[26, p.68]$ , in which he
explains the mathematical exceptions, as well as in The No$te$, however, in the parent part to The Note [26], he
isn $t$ necessary for using of sum instead of integral, and uses the ordinary deduction of the hydrostatic equations
as follows :
Quant \‘a la somme $d$ ‘o\‘u d\’epend la pression sur un plan, et qui fait exception \‘a la r\‘egle g\’en\’erale,
$c’ est$-\‘a-dire qui $n^{)}est$ pas r\’educible \‘a une int\’egrale, il nous suffira $d$ ‘avoir expliqu\’e comment elSe
peut varier, suivant un rapport quelconque, pour des variations tr\‘es petites dans les intervalles
mol\’eculaires, provenant du degr\’e de condensation du liquide. Nous n’aurons pas besoin $d$ ‘en calculer
\‘a $prop_{7}\dot{n}$ la valuer; elle d\’ependra de la pression ext\’erieure, de la pesanteur et des autres forces donn\’ees
qui agissent sur le liquide; et son expression en fonction des coordin\’ees $d$ ‘un point quelconque, se
d\’eduira, comme de coutoume, des \’equations de 1‘Hydrostatique.[26, p.31,713.]
In a word, we can conclude that Poisson choices sum or integral as the case may be of the material, after enough
altemative. Navier passesd away in 1836, and we don $t$ know whether he had checked Poisson’s Note, which was
issued in 1831. Poisson passed away in 1840. The Navier-Stokes equations was fixed until 1934, which is cited
by a textbook by Prandtl. (cf. Table 1, entry no. 7. For further particulars, cf. [10].) There are disputes of
sorts such as with Navier [14, 15, 16], with Fresnel, or about the application of algebraic root to transcendental
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